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ИНТЕГРАЛЬНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ГРАНИЧНЫМ 
УСЛОВИЕМ ВТОРОГО РОДА.  
3. ИМПУЛЬСНЫЙ ЛАЗЕРНЫЙ НАГРЕВ
Аннотация. Получены точные и приближенные решения нестационарной задачи теплопроводности для полу-
ограниченного тела при действии на поверхности лазерного импульсного теплового потока. Последовательно рас-
смотрены прямоугольная, треугольная и параболическая временные функции лазерного импульса. Построенные 
полиномиальные решения на основе интегрального метода граничных характеристик с введением в рассмотрение 
фронта температурного возмущения дают практически точные решения для температурной функции и ее временной 
производной, причем как на стадии нагрева, так и на стадии охлаждения. На нескольких примерах показано, что 
успешность решения поставленных задач плазменного импульсного нагрева тел во многом связана с необходимостью 
описания временного закона перемещения фронта температурного возмущения с помощью диагональной аппрок-
симации Паде. Это позволяет практически полностью исключить имеющую место расходимость степенных рядов, 
описывающих закон перемещения фронта температурного возмущения, причем на достаточно малых временных ин-
тервалах. Представленный подход на основе интегрального метода граничных характеристик с описанием решения 
в виде степенного полинома с представлением фронта температурного возмущения в виде диагональной аппрокси-
мации Паде позволяет достаточно просто и эффективно находить решения для изотерм и линий равных скоростей 
нагрева/охлаждения (изотахи). Анализ полученных результатов позволил заключить, что эффективное решение все-
возможных технологических задач, в основе которых лежит использование импульсного лазерного излучения, во 
многом определяется успешным решением задачи эффективного управления временной формой лазерного импульса 
с практически точным определением температурных полей в теле на основе полиномиальных представлений.
Ключевые слова: уравнение теплопроводности, приближенный метод, интегральные тождества, фронт возму-
щения, импульсный лазерный нагрев
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INTEGRAL METHOD OF SOLVING HEAT-CONDUCTION PROBLEMS WITH THE SECOND-KIND 
BOUNDARY CONDITION.  
3. PULSED LASER HEATING
Abstract. Exact and approximate solutions to the non-stationary problem on the heat conduction in a semi-bounded body 
exposed to a pulsed laser radiation flow have been obtained. The action of rectangular, triangular and parabolic laser radiation 
pulses on this body was investigated. Polynomial relations have been constructed on the basis of the boundary-characteristic 
method with introduction into consideration of the temperature-disturbance front, and they made it possible to obtain prac-
tically exact solutions for the temperature function and its time derivative at both the stages of heating and cooling of the 
body. It is shown by some examples that the success in solving problems on the pulsed plasma heating of bodies is associated 
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in many respects with the necessity of definition of the time law of movement of the temperature-disturbance front with the 
use of the Pade diagonal approximation, which excludes, practically completely, the divergence of the power series defining 
the law of movement of this front, in particular, in small time intervals. The approach proposed for solving heat-conduction 
problems with the second-kind boundary condition allows one to simply and effectively find solutions for isotherms and lines 
of equal heating and cooling. Analysis of the results obtained allows the conclusion that the effectiveness of solving various 
technological problems, based on the use of pulsed laser radiation, is determined by the success in solving the problems on 
control of the time shape of a laser pulse and determination of the temperature fields in the body on the basis of polynomi-
al representations.
Keywords: heat-conduction equation, approximate method, integral identities, temperature disturbance front, pulsed 
laser heating
For citation: Kot V. A. Integral method of solving heat-conduction problems with the second-kind boundary condition. 
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Введение. Для модифицирования локальных участков поверхности мелкоразмерных дета-
лей из конструкционных материалов, а также режущего и штампового инструмента эффектив-
но использование импульсного лазерного излучения [1–5]. Импульсное лазерное воздействие 
миллисекундных длительностей ведет к формированию на поверхности слоев с измененным 
структурно-напряженным состоянием толщиной 0,1–0,2 мм, в результате чего износостойкость 
поверхности возрастает в несколько раз. На практике толщина таких слоев варьируется путем 
изменения энергии и длительности лазерного импульса. При выборе параметров лазерного из-
лучения, необходимых для формирования в материале определенных модифицированных слоев 
заданной толщины, в основном используют решение одномерного линейного уравнения тепло-
проводности в приближении полубесконечной среды, постоянства плотности мощности лазер-
ного излучения в пределах пятна фокусировки и прямоугольной временной формы лазерного 
импульса [6]. В [7–9] в одномерном линейном приближении осуществлено моделирование ла-
зерного воздействия на поверхность полуограниченного тела импульсами различной временной 
формы: прямоугольной, треугольной, треугольной с параболическим сглаживанием, а также 
описываемой совместно параболическими и гиперболическими функциями. Установлено, что 
временная форма лазерного импульса оказывает существенное влияние на динамику нагрева 
поверхности. 
В [10] на основе интегрального метода теплового баланса с введением фронта температур-
ного возмущения получено приближенное аналитическое решение задачи нестационарной те-
плопроводности при переменном во времени граничном условии (синусоидальный импульсный 
сигнал). Решение характеризуется очень грубым приближением, поскольку представлено темпе-
ратурным профилем в виде полинома второй степени. Настоящая работа является логическим 
продолжением [11, 12] и ставит целью адаптацию интегрального метода граничных характери-
стик (ИМГХ) в приложении к решению тепловых задач лазерного импульсного нагрева при тер-
мообработке материалов.
Постановка задачи. Найдем решение следующей задачи нестационарной теплопроводности 









 0 < x < ×, 0 < t m ×, (1)






 = q(t) = q0ϕ(t), (3)
 0,( , ) xT x t →∞ =  (4)
где функция ϕ(t) описывает временную форму импульса. С введением фронта температурного 
возмущения δ(t) вместо граничного условия (4) имеем условия:
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Запишем общее решение задачи (1)–(4) в случае постоянства плотности мощности лазерного 
излучения в пределах пятна фокусировки [6]:
 ( )* 20
0
(1 ) ( )
( , ) exp / 4 ,
− ϕ −η
= − η η
π η∫
tq R t
T x t x d  (6)
где R – коэффициент отражения излучения заданной длины волны поверхностью. Одномерность 
задачи для полуограниченного тела обусловлена тем, что лазерному модифицированию, как 
правило, подвергается поверхность тел, толщина которых (наряду с поперечными размерами 
пятна фокусировки лазерного излучения) намного превышает толщину модифицированного 
слоя. Равномерное распределение мощности излучения по пятну фокусировки реализуется с по-
мощью специальных оптических элементов [2]. 
Для корректного анализа реальных временных форм лазерных импульсов будем исходить 






ϕ =∫ t dt  Далее будем использовать следующие аппроксимации реальных временных 
форм лазерных импульсов единичной энергии:
прямоугольная (рис. 1, а)
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Прямоугольный импульс. Нагрев полупространства под действием постоянной во времени 
удельной тепловой мощности описывается известным выражением [13]
 * 02(1 ) ierfc ( / 2 ),= −T R q t x t  (10)
где 2ierfc( / 2 ) exp( / 4 ) / ( / 2 ) erfc( / 2 ).= − π −x t x t x t x t  Получим выражение для темпера-
турного поля после прекращения действия поверхностного источника теплоты продолжитель-
ностью τ. Проще всего для этих целей пользоваться понятием стока [3, 6], под которым пони-
мают источник теплоты с отрицательной плотностью потока. Использование стока теплоты, 
 
Рис. 1. Параболическая и прямоугольная временные формы лазерных импульсов (а); треугольные временные формы 
лазерных импульсов при τ = 1/5 (1), 1/3 (2), 1/2 (3), 2/3 (4), 4/5 (5) (b)
Fig. 1. Parabolic and rectangular laser pulses (a) and triangular laser pulses with τ = 1/5 (1), 1/3 (2), 1/2 (3), 2/3 (4), and 4/5 (5) (b)
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сдвинутого относительно источника теплоты на время действия импульса τ, дает возможность, 
не решая задачи, записать формулу для температурного поля при t l τ. В таком случае, сдвинув 
сток теплоты относительно источника теплоты на τ, сразу запишем выражение для температур-
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 вместо (11) 
запишем
 * * *( , ) ( , ) ( ) ( , ), 0 .−= − − τ − τ < <T x t T x t S t T x t t ×   (12)
В частности, для первого (k = 1, N = 5) и второго (k = 2, N = 8) приближений в [12] получены 
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С учетом решений (11), (13), (14), введя ассиметричную функцию Хэвисайда, запишем
 [ )( ) ( )1( , ) ( ( ) ),  [0, ],  0, ,−= δ − ∈ τ ∈k k kT x t T S t x t x ×  (15)
где k = 1, 2,… – порядок приближения. Отметим, что формула (15) справедлива для времен 
0 < t m τ. По аналогии с (12), введя понятие стока, сразу запишем выражение для температурного 
профиля во всей временной области (0 < t < ×):
 ( ) 1
)
1
( ( )( , ) ( ) ( , ),  0 ,( ( ) ) ( ( ) )− −−= − − τ − τ − τ < <δ − δ −
k k k
k kT S tT x S x Tx t S t t x t t ×  (16)
где температурные функции ( )1 ( , )− τ
k x tT  определяются соответствующими выражениями k-го 
приближения с подстановкой t º t – τ. Для δ1(t – τ) и δ2(t – τ) (соответственно первое и второе 
приближение) получим: 1( ) 4,423 ,=− τ τδ −t t  2 ( ) 5,5797 .=− τ τδ −t t  
Температурные кривые точного и приближенного решений, рассчитанные для τ = 1 и ха-
рактеризующие изменение температуры на разном удалении от поверхности полуограниченного 
тела, представлены на рис. 2, а. В данном случае было использовано решение (14) во втором при-
 
Рис. 2. Изменение во времени температуры (а) и скорости нагрева (b) на разном удалении от поверхности: x = 0 (1), 
0,5 (2), 1 (3) 2 (4) при воздействии на полупространство прямоугольного лазерного импульса
Fig. 2. Time change in the temperature (а) and rate of heating (b) the semi-bounded body at a distance: x = 0 (1), 0.5 (2), 1 (3), 
and 2 (4) from it in the case of action of a rectangular laser pulse on the body
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ближении. Как видим, имеет место практически полное совпадение данных кривых, причем как 
на стадии нагрева, так и на стадии охлаждения. 
На основе полученных в [12] решений для температурной функции T(x, t) в приближениях 
2,4k =  запишем формулу, описывающую изменение температуры поверхности полупростран-
ства:
 ( )( ) (0, ) , 0 .( ) 1 /1 −σ= < <− − τ − τk kT t tt tS t ×  (17)
Здесь σ2 = 1,12834, σ3 = 1,128376, σ4 = 1,1283794. Для определения скорости нагрева и охлаждения 
тела продифференцируем (12) по t:
 ( )
22*
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xx
t ttdT t S t
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Из приближенного решения (14) найдем
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υ = − + − −
− + −
 (20)
причем .≡ ∨ − τz t t  Графики точного (18) и приближенного (19) решений для скорости нагрева 
тела представлены на рис. 2, b. Отметим практически идеальное совпадение кривых скоростей 
нагрева для разноудаленных от поверхности точек. 
Треугольный импульс. Треугольный импульсный поток, заданный формулой (8), представим 
в ином виде, воспользовавшись асимметричной единичной функцией Хэвисайда:
 ( )0 0
00
2 ( ) ( ) ( )( ) ,
1/− − −
− τ τ − + − τ − − τ=  τ − ττ  
t
t S t S t S tq t  (21)
или, приняв τ = 1:
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1/ 1− − −
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t
t S t S t S tq t  (22)
Здесь τ0 – параметр (относительное время), характеризующий крутизну переднего фронта им-
пульса и отвечающий максимальному (пиковому) значению удельного теплового потока.
Для временной формы импульса (8) в работе [7] было получено решение для времен t Ý [0, 1] 
следующего вида:
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Данные решения, а также последующие с ними действия, были полностью повторены в по-
следующих работах тех же авторов [8, 9]. Однако, как показал анализ решений (23) и (24), для 
наиболее важного отрезка времени t Ý [τ0, 1], на котором происходит последующее прираще-
ние температуры поверхности, авторами [7–9] допущены существенные и очень грубые ошибки. 
Как следствие, формулы (23) и (24) для времен t Ý [τ0, 1] дают заведомо неверный, очень сильно 
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отличающийся от точного решения, результат. В этом можно легко убедиться, если, например, 
проанализировать решение (24), сопоставив его с точным решением (данное решение приведе-
но далее).
Точное решение. Получим точное решение задачи при граничном условии (21). Для этого до-
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Основываясь на (21) и (25), придем к следующему выражению, описывающему температур-
ный профиль в полуограниченном теле при действии на поверхности треугольного импульсного 
теплового потока (21) (τ = 1):
 ( )* * ** 0 0 0
00
12 ( , ) ( , ) ( ) ( , 1) ( 1)( , ) .
1 − −
 − − τ − τ + τ − −=  − ττ  
T x t T x t S t T x t S tT x t  (26)
Для температуры поверхности получаем
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Сравнение результатов расчетов на основе (24) и (26) указывает на грубую ошибочность ре-
шения (24) (рис. 3, а). Из (26) определим момент времени tm, который соответствует максималь-













mT t . (28)
Приближенное решение. Для получения приближенного решения задачи воспользуемся 
решением во втором приближении (k = 2) для граничного условия q(t) = t, полученным в [13]. 





























Рис. 3. Изменение во времени температуры поверхности на основе точной формулы (27) (сплошная кривая) и форму-
лы (24) (пунктирная кривая) (а); временные зависимости нагрева полупространства на разном удалении от поверхно-
сти: x = 0 (1), 1/4 (2), 1/2 (3), 3/4 (4), 1 (5) при воздействии лазерного импульса треугольной формы с параметром τ = 0,5 (b)
Fig. 3. Time change in the  surface temperature of the body, determined on the basis of the exact formula (27) (full line) and 
formula (24) (dotted line) (а), and  dependence of the heating of the body  at a distance of x = 0 (1), 1/4 (2), 1/2 (3), 3/4 (4), and 
1 (5) from its surface in the case of action of a triangular laser pulse on the body with τ = 0.5 (b)
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Отсюда по аналогии с (26) получим решение задачи для треугольного импульса (8)
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Температурные кривые для точного (26) и приближенного (30) решений, характеризующие 
изменение температуры на разном удалении от поверхности тела, представлены на рис. 3, b. Мы 
отмечаем практически полное совпадение приведенных температурных кривых как на стадии 
действия теплового импульса, так и после него. 
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Для момента времени tm = 1/ (2 – τ0) из (31) получим приближенное выражение для макси-
мальной температуры поверхности 0max 1,50 ,451/ 2 − τT  дающее значения Tmax с погрешностью 
0,0096 %. 
Продифференцировав (26), придем к скорости изменения температуры поверхности:
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Аналогично, основываясь на (31), запишем приближенное выражение для dT (2) (0, t) / dt:
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На рис. 4 показано изменение во времени температуры и скорости нагрева (охлаждения) по-
верхности полуограниченного тела для треугольного лазерного импульса при различных зна-
чениях параметра τ. Расчет проведен на основе формул (27), (31)–(33). Видно полное слияние 
полученных кривых.
Параболический импульс. Параболический импульсный тепловой поток представляет суще-
ственный интерес. Далее последовательно остановимся на отыскании точного и приближенного 
решений на основе ИМГХ. 
Точное решение. Временную функцию ϕ(t) импульсного теплового потока, заданную с помо-
щью выражения (9), запишем в ином виде (τ = 1):
 ( ) 6 (1 ) 6( 1)(1 1) ( 1), 0 .−ϕ = − − − − + − < <t t t t t S t t ×  (34)
 
Рис. 4. Изменение во времени температуры поверхности полупространства (а) и скорости нагрева поверхности (b) 
при воздействии треугольного лазерного импульса с параметром τ = 1/5 (1), 1/3 (2), 1/2 (3), 2/3 (4), 4/5 (5)
Fig. 4. Time change in the surface temperature of the body (а) and in the rate of heating its surface (b) in the case of action of 
a triangular laser pulse with τ = 1/5 (1), 1/3 (2), 1/2 (3), 2/3 (4), and 4/5 (5) on the body
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Проинтегрировав (6) с учетом (34), придем к следующему решению (0 m t m 1):
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Отсюда для температуры поверхности находим
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Максимальное значение температуры поверхности устанавливается в момент времени tm = 








Приближенное решение. Для отыскания приближенного решения зададим температурный 
профиль полиномом седьмой степени (N = 7). В таком случае, используя граничные условия 
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Определив из (37) коэффициенты ( 0,7)=ja j  и применив далее соотношение (31) [12], придем 
к дифференциальному уравнению
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С одной стороны, возможно численное решение дифференциального уравнения, при этом 
для задания начального условия для малого t воспользуемся асимптотическим разложением 
функции q(t) при t → 0: q(t) d t. Отсюда при g(t) = t из (39) получим ( ) 26,7251 .=δ t t  С другой сто-
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роны, решение уравнения (39) может быть получено аналитически с представлением функции 












t d t  Его подстановка в (39) с последующим приравни-
ванием слагаемых при одинаковых степенях дает коэффициенты ( 1, ).=jd j M  Для M = 7 находим
 ( )2 3 4 5 6( ) .1 0,07753 0,0756 0,11306 0,1936 0,36 026, 1 022 5 ,7 5 7074δ = − + − + − +tt t t t t t t  (40)
Как показывает анализ, полученное решение является расходящимся, что дает основание су-
дить о его допустимости при 0 < t < 0,4 (рис. 5). Избежать расхождения решения при достаточ-
но больших временах t позволяет диагональная аппроксимация Паде [13] с трансформацией ре-
шения (40) рациональной дробью ( 1)/2 ( 1)/2( ) ( ) / ( ),− −=δ α N Nt t P t Q t  где /2 ( )NP t  и /2 ( )NQ t  – полиномы 
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Представленный на рис. 5 график, описываемый формулой (41), практически полностью сли-
вается с кривой для численного решения дифференциального уравнения (38).
На рис. 6, а представлены температурные профили для разных моментов времени в преде-
лах действия лазерного импульса, установленные на основе точной и приближенной формул. 
Относительная ошибка, рассчитываемая как 
εT = (T(x, t) – T 
*(x, t)) / T *(0, t) · 100 %, при t = 0,5 не 
превышает значения 0,06 % (рис. 6, b).
Характерной особенностью полученных 
нами полиномиальных решений является воз-
можность получения графических решений 
в виде полей изотермических линий. Отметим, 
что вопрос расчета и анализа кинематики 
формирования изотерм на основе классиче-
ских аналитических решений приведен в [14]. 
Рис. 5. Временная зависимость фронта температурного 
возмущения при лазерном импульсе параболической 
временной формы (34): расчет температурного фронта 
возмущения на основе численного решения дифферен-
циального уравнения (39) (сплошная кривая), по форму-
ле (40) с сохранением шести (штриховая кривая) и семи 
(штрихпунктирная кривая) членов ряда и на основе (41) 
(пунктирная кривая)
Fig. 5. Time change in the temperature-disturbance front 
in the case of action of a parabolic laser pulse (34) on the 
body, calculated by Eq. (39) (full line), formula (40) with 
conservation of six (dashed line) and seven (dash-dotted line) 
series terms, and relation (41) (dotted line)
 
Рис. 6. Температурные профили при действии лазерного 
импульса параболической временной формы (34) в раз-
личные моменты времени: t = 0,1 (1), 0,2 (2), 0,5 (3), 1,0 (4) 
на основе точного решения (сплошная линия) и ИМГХ 
(пунктирная линия) (а); отклонение E при t = 0,2, N = 5 
(сплошная линия) и N = 8 (штриховая линия) (b)
Fig. 6.  Temperature profiles in the case of action of a 
parabolic laser pulse (34) on the body at the instants of time 
t = 0.1 (1), 0.2 (2), 0.5 (3), and 1.0 (4), obtained on the basis 
of the exact solution (full line) and the BChIM (dotted line), 
(а) and deviation E at t = 0.2 and N = 5 (full line) and N = 8 
(dashed line) (b)
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Принцип построения изотерм рассмотрим на примере параболического импульса. Задав различ-
ные значения температуры Ti (i = 1, 2, …), получим следующее семейство уравнений:
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На рис. 7, а приведены построенные на основе (43) графики зависимости температур от 
координаты x и времени t (графики изотерм). Полученные кривые отмечают пространствен-
но-временные области для разных значений относительной температуры. Не останавлива-
ясь подробно на дальнейшем построении и анализе подобных изотерм, отметим, что данные 
кривые могут служить очень удобным инструментом в прогнозировании глубины и качества 
плазменной импульсной закалки. Они позволяют устанавливать не только значения темпера-
туры в зависимости от глубины от поверхности, но и времена (периоды), отвечающие дан-
ным температурам.
Одновременно с изотермами важным параметром для плазменной импульсной закалки 
является скорость нагрева / охлаждения) [1–9]. В связи с этим полученные в настоящей рабо-
те полиномиальные решения позволяют достаточно легко строить изолинии равных скоростей 
нагрева/охлаждения. Продифференцировав выражение (42) по t, запишем
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На рис. 7, b представлены построенные на основе (44) графики для одинаковых скоростей 
нагрева/охлаждения (изотахи). Обращает внимание формирование двух характерных областей 
соответственно для положительного и отрицательного значений скорости υ. Их отделяет нуле-
вая изохора υ = 0, имеющая начало в точке t = 3/4 при x = 0.
 
Рис. 7. Изотермы (а) и изотахи (b) в полупространстве при воздействии на полупространство лазерного импульса 
параболической временной формы
Fig. 7. Isotherms (а) and isothahs (b) of the semi-bounded body in the case of action of a parabolic pulse on it 
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Заключение. Получены точные и приближенные решения нестационарной задачи 
теплопроводности для полуограниченного тела при действии на поверхности лазерного 
импульсного теплового потока. Последовательно рассмотрены прямоугольная, треугольная 
и параболическая временные функции лазерного импульса. Построенные полиномиальные 
решения на основе интегрального метода граничных характеристик дают практически точные 
решения для температурной функции T(x, t) и ее производной dT(x, t)/dt, причем как на ста-
дии нагрева, так и стадии охлаждения. Представленный в работе подход с описанием решений 
в виде степенных полиномов позволяет достаточно просто и эффективно находить решения 
в виде одинаковых температур (изотермы) и линий равных скоростей нагрева/охлаждения (изо-
тахи). Из анализа полученных результатов следует, что эффективное решение технологических 
задач, в основе которых лежит использование импульсного лазерного излучения, во многом 
определяется успешным решением задачи управления временной формой лазерного импульса. 
В дальнейшем предполагается на основе ИМГХ с использованием полученных результатов 
решить ряд важных задач по оптимизации нагрева и охлаждения поверхности массивных тел 
под действием импульсных лазерных излучений разной формы, в том числе состоящих из 
серии импульсов.
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